Adatcsatorna

Horvath Zoltan eldadasai alapjan

1 Csatornavaltozok

1.1 Csatornavaltozdk

x csatornavaltozoé

Y

P4 P

A valtozon értelmezett miiveletek:

x : sor(a)

T =<>

x := lorem(z)
x := hiext(z, e)
z.dom =: |z|

z.lov
Legyen z csatornavaltozé T az x csatorna torténete (csak a specifikdciéban
és a verifikdcié sordn hasznéljuk).

lf(l‘ §:<>,R) — Rm<—<>,§<—<>

If (2 := lorem(z), R) = R*lorem()

If(z : hiext(z, e)) = R¥<meree

1.2 NNG (Natural Number Generator)

Az NNG természetes szamokat general, és az x nevii csatorndra kell kitennie
oket. Kezdetben 7 iires.

NNG ——— I




A=ChxCh
B=ChxCh
(1) Q:(z=2"=7=7"=<>) € INIT,

Ch := seq(N)
A= ChXQh,XNO
B=ChxCh

(1.) és (3.) ugyanaz
(2) P:((i>0—-72=<1,...,i>)A(1=0—>7T=<>)) € INVypm

Legyen a megoldéprogram:
S:=(i:=0,i:=i+ 1| x: hiext(i + 1))
Az invaridns tulajdonsdg (2.) bizonyitésa:

Sp(S(),Q):P:
(1>0-2T=<1...,i>)A(I=0—>T=<>)
P=1f(S,P):

If(S,P)=(i+1>0—-x=7:hiext(i+1)=<1,...,i+1>)A

(t+1=0—>7=<>)
A haladési tulajdonsédg (3.) bizonyitdsa:

Vi:|Z|=k—s|Z|=k+1

Vi |Z|=kw—s|T|=k+1

>s:[T| =k = 1f(s1,[z] =k V[T =k+1)
dseS:Z|=k=1f(s,|Z7|=k+1)

1.3 Elagazas (fork)

Az x csatornardl a Fork az adatokat az y és a z csatornara adja ki.



A specifikaciéban hasznalni fogjuk a split fiiggvényt. A split fiiggvény defi-
nicidja:
split : Ch x Ch x Ch — L
D) oosplit(<>, <>, <>) =1
) split(a, b, c) — split(a; z, b; z, c) A split(a; z, b, c; x)
)
fi

w N =

(

(

( és a legsziikebb ilyen fliggvény

A feladat specifikacidja:

A=ChxChxChxChxChxCh
T T y ] z z

B=ChxChxChxChxChxCh
.’}C’ E’ y/ yl Z’ El

!

(1) Q(x:xlzf:flzy:y,:y:y’:z:z :E:Z’:<>)

Q € INIT,
(2.) P:split(x —z,7,z) € INV, T — z: ami dtment a dobozon
(3) VkeN:|z|=k<— |y +1|z| >k

A megold6 program:

y, x := hiext(y, z.lov), lorem(z), ha x #<>
S:= | SKIP,{ O
z,x := hiext(z, z.lov), lorem(z), ha z #<>

Az invaridns tulajdonsig (2.) bizonyitdsa:
sp(sg, Q) = split(T — x,7,Z) :
so =SKIP
Q3(fU:l"’:f:f'Zyzylzy:?':z:z':Z:E
(T — 2 =<> AJ =<> AZ =<>) = split(T — z,7,7)



P = 1f(8,P) = 1f (51, P) ALf (52, P) :

lf(s1, P) = & #£<>— split(T — lorem(x), (7; z.lov),Z) =

x #<>— split((T — z; x.lov), (7; z.lov), Z)

lf(sq9, P) = & #<>— split(T — lorem(x), v, (Z;z.lov)) =

x #<>— split((T — z; x.lov), 7, (Z; x.1ov))
A haladési tulajdonsdg (3.) bizonyitdsa: |T| = k —g [y| + |z] > k. Tegyiik
fel, hogy |z| = k (k rogzitett).

1. eset: [y| + |Z| > k ekkor készen vagyunk.

2. eset: [g|+ |Z| < k és z #£<>.
Tegyiik fel, hogy [y| + |z| = [,1 < k.
Allitds 1. 7] + 2| = I Az £A<>0 7]+ 2] =1+ 1

Megjegyzés: Az adott feltételek mellet az —g tulajdonsdgbdl tranzi-
tivitdssal mar kovetkezik: |[g| + |Z| < k Az #£<>—s Y| + |Z]| > k.

Bizonyitds. Biztositja tulajdonsag:

g+ Z] = lA T #£<>=
S (gl + [z =lnz #<>) v (gl + [zl =1+ 1))

Ugyanis:

(1, (171 + 12l = LA e £<>) v (7] + 2] = 1+ 1) =
(ly+ 1zl =lAx#<>)V
([7] + [ = | + 1))z orem(@) 7T lovzez

= (|g; z.lov| + [Z] = [ Alorem(z) #<>) V
([g;zdov| + |z =1+ 1)

Tehdt P = 1f(s1, ([yl + Z| =LAz #<>)V ([l + 2] =1+ 1)).

Hasonléan igazolhatd, hogy: P = If(sq, (|y]+ 2| = lAz £<>)V (|y|+
Z| =1+ 1)).

Igy teljesiil: P = Lf(S, ([7] + [z| =l Az #<>) V(|7 + [2] = 1 +1)).

Haladasi tulajdonsdg: Az olvaséra bizzuk annak belatdsat, hogy
ds; € S ([gl+ Z| = 1Az #£<>) = Uf(si, |7 + 2] =1+ 1).

Példaul s; megfelel, de ugyanigy jo s is. O
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Az §llitas kovetkezményeként: |[y|+|Z| = Az <> |y|+|z| = 1+1.
(a) Hal+1 > k, akkor készen vagyunk.
(b) Hal+1 < k, akkor
g+ Z| =1+ 1Az #<>5 [7|+ 2| =1+ 2.

i. Hal+ 2 > k, akkor készen vagyunk.
ii. Ha [+ 2 < k, akkor tovabb ...

1.4 Multiplexer

Az x és az y csatornakrdl bejovo adatokat a z-re kell tovabbitani anélkiil,
hogy adat veszne el, vagy 1) adatokat generalnank.

X
> Z

MUX [—
AN

A feladat specifikacidja:

A=ChxChxChxChxChx C,
T T ] Y z z
B=ChxChxChxChxChxCh
T T Y z z

~

I
8y
I
N
[
A
Y

.
(1) Q:(z=2"=7T=T=y=y=y=9=2=12
Q € INIT,,
(2.) P :split(z,z4,2y) € INVy, ahol Z, . =T — 2,2, ==Y —y
(3.) Vk,leN:|z|>k<=y (7| > k)= (T —z| > k)
Gl 21 —=n (7] 20 =(7-yl >1)

A megoldé program:

x, z := lorem(z), hiext(z, z.lov), ha = #<>
s:= | skIp,{ O
y, z := lorem(y), hiext(z, y.lov), ha y #<>



Az invarians tulajdonsag bizonyitasa:

sp(s0, Q) = P:

so =SKIP

sp(s0,Q) =
(x=d'=T=7=y=y=y=y=z2=2=2=72"=<>)=>
(Z =<> Az =<> AT =<> Ny =<> A\ =<>)) =

split(Z,7 — 2,7 — y)

P=1f(S,P):
1f(S, P) =
((z #<>)
((y #<>)

A haladési tulajdonsdg bizonyitdsa: Vk € N: |Z| = k —5 [T — z| > k.

— split(z; zdov, (T — x);xlov, 5 — y) A (x =<>) = P) A
— split(z;ylov, T — z, (T — y); y.lov) A (y =<>) — P))

1. Ha | — z| > k, akkor készen vagyunk.

2. Ha |T — z| < k, akkor tegyiik fel, hogy |T — z| = [,1 < k. Azt kellene
beldtnunk, hogy |T—z| =1 —g [T —z| =1+ 1, ha x #<>. Ez teljesiil,
ha [T —z|=1+—gs|T—2z|=1+1 igaz.

T—z|=1l=1f(S,|T—z|=IlV|[T—2z[=1+1)
T —z| =1=|T —lorem(z)| =1V |T —lorem(z)| =1+1
zT—z|=1=1f(s,|[T—z|=1+1)=(|T — lorem(z)| =1+ 1)
Azt kell még beldtnunk, hogy VI € N: [g| =1 —g [g—y| =+ 1. Ez teljesil,
haVie N: |y =15 |y—y|=1+1 igaz. Tegyiik fel, hogy |y| = m.
1. Ha g — y| > [, akkor készen vagyunk.

2. Ha |y — y| < [, akkor hasonl6éan jarhatunk el, mint x esetében.



2 Adatcsatorna tétel

2.1 A feladat

Egy n+1 komponensbol all6 osszetett fiiggvény értékét szeretnénk kiszamolni
m helyen.

D:< dO:dla---adm>
F(D) =< F(do), F(d1),..., F(dn) >
F=fyoofp10---0fiofy

Feltessziik, hogy m lényegesen nagyobb mint n, és a rendelkezésiinkre all
©(n) processzor.

Példaul a szinusz vagy a koszinusz figgvény ilyen médon szdmolhaté ki,
ha a hatvanysoruk n-edik részletosszegével kozelitjiik oket.

2.2 A megoldasi elv

Minden egyes processzor a fiiggvénykompozicié egy-egy Osszetevdjét fogja
kiszamolni.

XO X1 Xi Xi+1 Xn Xn+1
— f, —>» —> —» f
.-,d,,d,

Az elért gyorsulds (speedup) Az egy processzor altal elvégzett szami-
tast tekintjiik egy idGegységnek (f;(d)). Igy a futdsi id6:

e 1 processzor esetén: O(m * n),
e n processzor esetén: O(n + m).
Tehat a gyorsulés:

c(m*n) ¢ mxn _mxkn

= * =~ *C=Cx*xnNn
co(n+m) ¢ n+m m
2.3 Formalis specifikacié
XO Xn+1
— > F —>
D F(D)




A = Ch(a) x Ch(a) x Ch(b) x Ch(b)

0 Tn+1 Tn41
B = Ch(a) x Ch(a) x Ch(b) x Ch(b)
x4 z $In+1 5214-1
(1) Q:(xo=To=D =24 =Ty A Tny1 = Tni1 = Ty = Tpyq =<>)
@e INIT‘/ESEB‘/E;L-FIE;L-FI
—_———
D

(2.) FPp = Fni1 = D(F,) = F(D)
(3) Q “—D FPD
(4.) x5 =T, =D € invp

2.4 Finomitas

¥
N

(5) invD Vi€ [On] : fz(fZ — ,’131) = ji—H
(6.) FPp= (Vi€ [0..n]:x; =<>)

Most bebizonyitjuk, hogy a (4.), (5.) és (6.) feltételekbél mar kiovetkezik
a (2.). Azt kell megmutatnunk, hogy FPp = 7,1 = F(7). Ezt teljes
indukciéval fogjuk megtenni.

Allitds 2. Vi € [0..n] 1 fi(To) = Tizs, ahol fF ¥ fio--0f.

Az Allitds kovetkeztében i = n esetén: (7o) = F(D) = Topn.

2

Bizonyitds. 1. i = O-ra fO(Ty) = ;. Irjuk fel az (5.) és a (6.) pont

allitasat ¢ = O-ra:

(5) : fo(fo — LL‘()) = fl }fo(fo) _

(6.) : 2o =<> =



2. Indukciés 1épés: tegyiik fel, hogy f* }(Ty) = Z;. Ezutdn haszniljuk
megint az (5.) és (6.) pontokat:

(5) : fz(fZ - 331) =Tit1 }fz(fz) =Tip1

(6.) : z; =<>
Most hasznaljuk az indukciés feltételt:
fi£7H(@o)) = T
A fiiggvény definicigja alapjan ez azt jelenti, hogy:

F(®To) = Tisa.

U
2.5 Variansfiiggvény
Hasznédljuk a v : A — Z varidnsfiiggvénynek az |xol, |21],- .., |2zn| értékek

helyiértékesen silyozott kombindacidjat, legyen
n
v(a) := Z | ;| * m™ "
i=0
2.6 A megold6 program

n
S = ( | z; ==<>,
i=1

n
O x4, T 1=

1=

lorem(z;), (z;41; fi(zilov)), ha z; #<>

)

2.7 A megoldas helyességének vizsgalata

El6szor szamoljuk ki a program fixpontjit (pg):

s = (Vi € [0..n] : x; #<>— x; = lorem(x;) A
Tit1 = Titq; fi(widov)) = (Vi € [0..n] : z; =<>)



1. A (3.) pont beldtdsdhoz az varidnsfiiggvény tételét haszndljuk fel.
Ko6nnyen belathatd, hogy

V’ii_'glﬁs/\xi#<>/\t:tll—>st§tl—1\/¢5.

2. Az (5.) éllitds invaridns voltat igazoljuk. Ez az allitas tulajdonképpen
n + 1 4llitds konjunkciéja: P = AL, fi(Z; — x;) = Ti11. Bontsuk fel
a feltételt n + 1 darab tényezére: Py = fo(To — 29) = T1,..., P 1 =
fn(jn - xn) = jn—|—1-
Azt kell megmutatni, hogy sp(sg, @) = P és P = [f(S, P). Az utébbi
allitas igazolasahoz elég, ha azt 1latjuk be, hogy Vi € J : P = [f(s;, P).
Tehat az a kérdés, hogy Py A---AP;jA--- AP, = 1f(si, PAN---NP,)
igaz-e. Konnyen észreveheto, hogy s; csak a P harom tagjat érinti,
azokat, amelyekben x; illetve x;,; szerepel.

If(si, P) = (z; Z<>— -+ A

Afic1(Ticy — 1) = T A

Afi(Ti — lorem(z;)) = Tiy1; fi(wilov) A
Afis1(Tivr; fi(xidov) — migq; fi(xiov)) = Tipe A
A..L)

N x; =<>— P)

Az atalakitdsok sordn felhasznaltuk azt, hogy Z; — lorem(x;) = (T; —
x;);xidov, igy fi(z; — lorem(z;)) = fi(z; — ;); fi(z;lov). Tehdt P =
lf(Si, P)
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3 Nyitott specifikacio
Kiegészités az unié viselkedési relaciojahoz.
Tétel 1. Tegyiik fel, hogy

(*) = >k>gsusd
S1:=(SKIP,x :=x+1)
P:2<5b
Q:x>05b.

FEkkor

P (_>51U52 Q

Megjegyzés: (*) azt jelenti, hogy x értéke nem csékken az uniéban. S;
ismert, Sy ismeretlen, Sy-re nézve implicit kikGtést jelent (*).

Ezért nyitott specifikdcié a médszer neve (tehdt nem a feladatra vonatkozik
a specifikdcié megnevezés).

Bizonyitds. Konnyen ellendrizhetd, hogy
x> kg x>k

Az unié viselkedési relaciéjarol szolé tétel alapjan:
x> kg, .

A gyengitési tétel miatt
x> k>g, x>k

Tehdt v > k —g,us, T >k, igy z > k —g,us, T > k.

Vagyis x > 3 —g¢ x > 3 teljesil, azaz x > 3 —g x > 4, ugyanigy
x >4 =g x> 4 teljesil, azaz ¢ > 4 —g x > 5 is igaz. O
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4 Aszinkronitas tétel

4.1 Szinkron kommunikacio

Az informécié gy cserélheto ki, hogy a kiildonek és a fogadénak taldalkoznia
kell, pl. Ada taszkok.

Most adjunk a4t adatokat z-bél az y(i)-kbe (i = 1,...,n). Az absztrakt
program kommunikdcids része igy néz ki:

1 %

#
z:=0, ha Ay(@)=0rz#0

~.

y(i) ===, ha Ay(i)=0Aa
[komm] nt

| =3Il =3

.
—
<.
|
-

Teljestilnek az aldbbi tulajdonsagok:

[se] :  x # () stabil (kiild6 oldal)
[re(i)] - y(i) = 0 stabil (fogadd oldal)

Ennek egy specidlis esete, ha csak két folyamat van:
se —re
Az absztrakt program kommunikacids része:

x,y:=@,$, ha"T?éQAy:Q

2

4.2 Aszinkron kommunikacié

Aszinkron kommunikaciéra példa az e-mailen keresztiil torténé kommunika-
cié. A folyamatok csatornavaltozén vagy ,,puffervaltozén” keresztiil kommu-
nikdlnak, igy valgjdban szinkron kommunikéciét hasznalnak fel.

Példaul legyen u a puffervaltozo:

[se] : z,u:=0,z,haxz#£DAu=

0
[re]: w,y:=0u,hau#PAy=0

Altalaban u sorozat tipusi valtozé a memdriaban.
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4.3 Aszinkronitas tétel

A kovetkezdkben egy programtranszforméciét mutatunk be, ami tulajdon-
képpen a programinverzié inverze.

Tétel 2. Feltételek: Legyen az F' absztrakt program a kovetkezd:

{

[se] z:=x®d, habu || ...
[re] : wvs,x:= f(vs,x),g(x), ha b(z) Nbv || ...

}7

ahol g(x) végzi az informdcid elvondsdt, b(x) jelenti azt, hogy van j in-
formdcio, x példdul eqy csatornavdltozé és a & mivelet mondjuk a hiext. A
programban a bu és a bv vdltozok értéke nem fiigg x-t6l.

1. b(z) = b(z & d),
2.Vd : b(z) = f(vs,z) = f(vs,xz @ d) és
3. b(z) = (g(zdd) =g(z) ®d).

Allitas: A fenti feltételek teljesiilése esetén az F' programot dt lehet ala-
kitani a kovetkezd G programra:

{

[se] : z,c:=x & d, hiext(c,d), ha bu || ...

[re] = vs,z,y == f(vs,y),9(x),9(y), ha bly) Abv || ...
[ch] : ¢,y := lorem(c),y & c.lov, ha c.dom # 0

}

Es ez aG program lényegében ekvivalens F'-fel.
Megjegyzések:
1. z < y @ c invarians.
2. A | lényegében ekvivalens” kifejezés bovebben azt jelenti, hogy
(a) ha P >p Q, akkor P >g @,
(b) ha P —p @, akkor P —¢ Q,
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(¢) ha Pinvp(Q), akkor Pinvg(Q).

3. Vegyiik észre, hogy az — tulajdonsdgok hianyoznak. Esetleg G ritkab-
ban hasznal fel informaciét, azaz késleltetés 1ép fel.

Bizonyitds. (nélkiil) O

1

1Ezt a vézlatot a 2001-2002. tanév 1. félévében Horvath Zoltan 4ltal tartott eléaddsok
alapjan készitettem. Ha valamilyen hibat taldlndl benne, akkor irj egy e-mailt 1égy szives:
stuntman@inf.elte.hu, Durdnyik Adam.
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11.
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13.
14.
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16.

Tételjegyzék

. Feladat fogalma

. Parhuzamos absztrakt program

. Az absztrakt program viselkedési relaciéja

. A megoldas fogalma

. Levezetési szabdlyok (finomitési tételek)

. Asszociativ mivelet eredményének kiszamitasa
. Csatornavaltozok, NNG

. Elagazas

. Multiplexer

Adatcsatorna tétel

Unié

Unié és az allapottér részhalmazai
Szuperpozicié

Szekvencia

Nyitott specifikdcié

Kommunikacio, aszinkronitas tétel
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